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Reflexion de ondas planas
y dispersion

n el capitulo 12 se aprendié como representar matemdticamente ondas planas uni-

formes en funcién de la frecuencia, las propiedades del medio y la orientacién del

campo eléctrico. Asimismo, se aprendié a calcular la velocidad de la onda, atenua-
cién y potencia. En este capitulo se estudia la reflexion de ondas y la transmisién en las
fronteras planas entre diferentes medios. Este estudio permitird cualquier orientacién entre
la onda y la frontera e incluird los casos importantes donde existan multiples fronteras. Ade-
mads se estudiardn los casos pricticos de ondas que transfieren potencia por medio de una
banda finita de frecuencias, como podria ocurrir, por ejemplo, en una portadora modulada.
Se consideraran dichas ondas en medios dispersivos, en los que algiin pardmetro que afec-
ta la propagacién (la permitividad, por ejemplo) varia con la frecuencia. Los efectos de un
medio dispersivo en una sefial son de gran importancia, pues la envolvente de la sefial cam-
biard su forma a medida que se propague. En consecuencia, resultan problemadticas la detec-
cién y representacion fidedigna de la sefial original en el extremo receptor. Como resultado,
tanto la dispersién como la atenuacién deben evaluarse cuando se establezcan las distancias
mdximas de transmisién permisibles. ll

13.1 Reflexion de ondas planas uniformes
que inciden perpendicularmente

Se considera, en primera instancia, el fenémeno de reflexién que se presenta cuando una on-
da plana uniforme incide en la frontera entre las regiones que se componen de dos materia-
les diferentes. El tratamiento se enfoca en el caso de la incidencia perpendicular, en la que
la direccion de propagacion de la onda es perpendicular a la frontera. En secciones poste-
riores esta restriccién se elimina. Se buscardn expresiones para la onda que se refleja en la
interfase y para aquella que se transmite de una regién a otra. Estos resultados se relacio-
nan directamente con problemas de acoplamiento de impedancias en lineas de transmisién
ordinarias, como se estudié en el capitulo 11. También son aplicables a guias de ondas, las
cuales se estudiaran en el capitulo 14.
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Figura 13.1 Dos vectores pueden sumarse graficamente
dibujandolos desde un origen comun y completando el
paralelogramo o haciendo que el segundo vector comience en la
punta del primero y completando el triangulo; cada uno de estos
métodos es facilmente generalizado para el caso de tres o mas
vectores.

De nuevo se supondrd que sélo se tiene una componente vectorial de la intensidad de
campo eléctrico. En la figura 13.1 se define la regién 1 (e,, 1,) como la mitad del espacio
para la cual z < 0; la regién 2 (e,, jt,) es la mitad del espacio para la cual z > 0. Desde el
principio se defini6 una onda en la region 1, viajando en la direccién +z y polarizada lineal-
mente a lo largo de x.

El(z, 1) = Efjje™ ™ cos(wt — B12)

En forma fasorial, esto es
El ()= Elje /% (1)

en donde se considera E [ real. El subindice 1 identifica la regién y el supraindice + indi-
ca una onda que se propaga positivamente. Asociado con E, (z) estd un campo magnético
en la direccién de y,

| -
H (@) = E Efjpe/t" (2)
‘ I

donde k, y n, son complejos al menos que € sea cero. A esta onda plana uniforme en la re-
gi6én 1 y que viaja hacia la superficie en la frontera en z = 0 se le llama onda incidente. Pues-
to que la direccién de propagacién de la onda incidente es perpendicular al plano de la
frontera, se le identifica como incidencia normal.

Ahora se reconoce que la energia puede transmitirse a través de la superficie de la fron-
tera en z = 0 hacia la regién 2, por medio de una onda que se mueva en la direccién +z en
ese medio. Los campos fasoriales eléctrico y magnético para esta onda son

ol ) o 3)

1 ae
H;.rsz(i) = ;E::U"f' - (4)
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CAPITULO 13 Reflexion de ondas planas y dispersion

Esta onda que se mueve alejandose de la superficie de la frontera hacia la regién 2 se cono-
ce como onda rransmitida. Nétese el uso de las diferentes constantes de propagacion, k,, y
la impedancia intrinseca 7,.

Ahora se deberdn satisfacer las condiciones de frontera en z = 0 con estos campos su-
puestos. Con E polarizado a lo largo de x, el campo es tangente a la interfase y, por lo tan-
to, los campos E en las regiones 1 y 2 deben ser iguales en z = (). Establecerz =0en (1) y
(3) requiere que Ef, = E_,. Sin embargo, H también es un campo tangencial y debe ser
continuo a lo largo de la frontera (no existen corrientes laminares en medios reales). Sin em-
bargo, cuando se hace z = 0 en (2) y (4), se encuentra que debe tenerse E},/nl = E}, /n,.
Dado que Ef,; = EF,, entonces, 1, = n,. Pero ésta es una condicién muy especial que no
concuerda con los hechos en general, y, por lo tanto, no se pueden satisfacer las condicio-
nes de frontera con sélo una onda incidente y una onda transmitida. Se requiere una onda
que viaje alejdndose de la frontera en la regién 1, como se muestra en la figura 13.1; ésta se
llama una onda reflejada,

E_i(2) = E 5 e*" (5)
E_ ;
Ho )= —r-};'“ ekt (6)
1

donde E_, puede ser una cantidad compleja. Como este campo estéd viajando en la direccién
—Z E;l = —n, H, puesto que el vector Poynting muestra que E7 x H7 debe estar en la
direccion —a..

Las condiciones de frontera se pueden satisfacer ahora con facilidad, y en el proceso las
amplitudes de las ondas transmitida y reflejada pueden encontrarse en términos de E7},. La

intensidad total del campo eléctrico es continua en z = 0,
Eis1 = Ex (z=0)

Ef,+E, =E}, (z=0)

x5l xxl

Por lo tanto,

(N
Ademis,
Hv.vl = Hy.\'Z (z=0)
0
H_:ZI ¥ H;\-l = H_\-tz (z=0)
y. por lo tanto,
bl B B
.I‘”:f!(} o ¢ e (8)
g1 m m

Despejando EY,; en (8) y sustituyendo en (7), se encuentra que
B paly =2 EXo —22 Bz
x10 x10 . t10 n ~x10
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- 2— M
Eo= E.jm BT
m+m

La razén de amplitudes de los campos eléctricos reflejado e incidente se conoce con el nom-
bre de coeficiente de reflexion y se representa con I,

9)

Es evidente que debido a que »n, y 1, pueden ser complejos, I' también lo serd, por lo que
se incluye un corrimiento de fase de reflexion, ¢. La interpretacion de la ecuacién (9) es
idéntica a la que se utiliz6 en las lineas de transmision [ecuacién (73), capitulo11].

La amplitud relativa de la intensidad de campo eléctrico transmitido se encuentra com-
binando (9) y (7) para obtener el coeficiente de transmision, t,

(10)

cuya forma e interpretacion son consistentes con su uso en las lineas de transmision [ec.
(75), capitulo 11].

Obsérvese cémo estos resultados pueden aplicarse a algunos casos especiales. Primero
se deja que la regién 1 sea un dieléctrico perfecto, y la regién 2, un conductor perfecto. Des-
pués, se aplica la ecuaci6n (48) del capitulo 12, con €}’ = a, /w, obteniendo,

[ Jous
m= [—F—=0
02 + jwe,

en la que se obtiene cero debido a que o, — o0. Por lo tanto, de (10),
Efzo =0

No pueden existir campos que varien en el tiempo en un conductor perfecto. Una manera
alterna de ver esto es notar que la profundidad de piel es cero.
Puesto que n, = 0, la ecuacién (9) muestra que,

MN=-1

‘EJ.'IO - x10

Los campos incidente y reflejado son de igual magnitud, por lo que toda la energia in-
cidente la refleja el conductor perfecto. El hecho de que dos campos sean de signo contra-
rio indica que en la frontera (o en el momento de la reflexién) se presenta un corrimiento de
fase de 180° en el campo reflejado en relacion con el campo incidente. El campo total E en
la region 1 es,

E.q=E', +E_

“xs5l sl

— g+ —ibz _ pt iz
=E;jge Elne
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donde se considera que jk, = 0 + jB, en un dieléctrico perfecto. Estos términos pueden
combinarse y simplificarse,

E . = (e—.fﬁu emh)ExIU
= —j2 sen(fiz) E}p (11)

Multiplicando (11) por &' y considerando la parte real, se obtiene la forma instanténea real:

Salz, ) = 2!’3‘[0 sen(f;z) sen(wt) (12)

Se reconoce este campo total en la region | como una onda estacionaria, la cual se obtuvo
combinando dos ondas de igual amplitud viajando en direcciones opuestas. Primero se en-
contraron ondas estacionarias en las lineas de transmisién; sin embargo, estaban en la for-
ma de ondas de voltaje que se propagaban en el sentido opuesto (véase ejemplo 11.1).

De nuevo, se compara la forma de (12) con la de la onda incidente,

&z, 1) = Efycos(wt — B12) (13)

En esta dltima ecuacion se observa que el término wt — B,z 0 w(t — 7/v,), que caracteriza
una onda viajando en la direccién +z a una velocidad V1 = = w/B,. Sin embargo, en (12) los
factores que involucran tiempo y distancia son térmmos trigonométricos independientes.
Siempre que wt = mmx, £ , serd cero en cualquier posicion. Por otro lado, se presentan ce-
ros espaciales en el patrén de la onda estacionaria en todo momento donde B,z = mmn, lo
cual, a su vez, ocurre cuando m = (0, =1, 42....). En dichos casos,

2
—zZ=mu
A

y la ubicacién de los valles se presentan en

Al
z=m—
2

Por lo tanto, E | = 0 en la frontera z = 0 y en cada media longitud de onda a partir de la
frontera en la reglon 1,z < 0, como se puede observar en la figura 13.2.

Puesto que E‘*;l =n,y Hy_ﬂ = E., —n H, el campo magnético es

ET : ;
le - x10 (’e—Jﬁlf. > e}ﬁl:)
' m

+

E
H(z, t)y=12 U;m cos(B17) cos(wt) (14)
[

Esto también es una onda estacionaria, pero con una amplitud méxima en los puntos donde
= 0. También estd 90° fuera de fase con respecto a E , en cualquier punto. Como resul-
tddo la potencia promedio como estd determinada por el vector Poynting [ecuacién (77),
capitulo 12] es cero en las direcciones hacia delante y hacia atrés.
Ahora, considérense dieléctricos perfectos en ambas regiones, 1y 2; 5, y 1, son canti-
dades reales positivas y &, = a, = 0. La ecuaci6n (9) permite el cdlculo del coeficiente de
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Hys €

Conductor
perfecto
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z== 3 2=k z=- 3, p=0
Figura 13.2 Los valores instantaneos del campo total £,, se muestran en
t = n/2. E,, = 0 para todo tiempo que sea multiplo de la mitad de la

longitud de onda desde la superficie conductora.

reflexién y encontrar £ en términos del campo incidente Ef;. Conociendo E7 y E}, en-
tonces se calcula EY, y E7. En la regién 2, Ef, se obtiene de (10) y éste, entonces, deter-
mina 4. ’ '

Se selecciona como ejemplo numérico,

m = 100 €2
1y = 300 Q
El, =100 V/m

y se calculan los valores de la ondas incidente, reflejada y transmitida.

Solucién. El coeficiente de reflexion es

300 — 100
= ==}
300 + 100

y, por lo tanto,

E o =50V/m
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CAPITULO 13 Reflexién de ondas planas y dispersion

Las intensidades de campo magnético son,

100
H' = — =1.00A/
¥10 = 00 o
N 50
H_rlﬂ = —m = —050 A/m

Aplicando la ecuacién (77) del capitulo 12 se observa que la magnitud de la densidad de po-
tencia incidente promedio es

I
(Su) = —Z—Re{E,- x W) = ijH fo = 50 W/m?

2

La densidad de potencia reflejada promedio es,
1

(Sir) = 2Er,0 H} o = 12.5 W/m®

En la regién 2, aplicando (10),
ELy = tE}, =150 V/m

150
Por lo tanto, la densidad de potencia promedio que se transmite de la frontera a la regién 2, es,

I
($2) = 5 EfyH 3 = 375 W/m’

Se puede comprobar y confirmar el requisito para la conservacién de potencia:

($1:) = (S1r) + (82)

Es posible formular una regla general sobre la transferencia de potencia por medio de
la reflexién y la transmisién. Considérese, como se hizo antes, los mismos campos vecto-
riales y orientaciones de la interfase, pero permitase que se consideren impedancias com-
plejas. Para el cdlculo de la densidad de la potencia incidente se tiene,

1 | 1
(Su) = SRe|EX HY: —RelE* *Ef*} Re{ ] E*
2 { } 2 Un] 10 rh I 10

xs1 " ysl

Por lo tanto, la densidad de potencia reflejada es,
1 1 . 1
(S:r>——5Re{ i) = Re{l‘Ef’m ?*r*Ejm} iRe[n ]Edo[ >

Por lo tanto, se encuentra la relacién general entre la potencia reflejada e incidente:

{Sir) = IT1*{Su) (15)

De manera similar, se encuentra la densidad de potencia transmitida:

|
xs2 = ERel } |ErIU, IrIZ

1 I 1
(Sa)i= ERe{E“‘ Hi3) = ﬁRe{rEx” = t*EXy




13.2 Razon de onda estacionaria

por lo que se ve que las densidades de potencia incidente y transmitida se relacionan por
medio de

Re{l/n3}
5y = ReAV/mEL oo o

. m
Re{1/n}}

2 *
("”—”2) M (16)
N2

m +n;

La ecuacién (16) es una forma relativamente complicada para calcular la potencia transmi-
tida, a menos que las impedancias sean reales. Es mas facil aprovechar la conservacién de
energia observando que cualquier cantidad de potencia que no se refleje se transmite. La
ecuacion (15) puede utilizarse para encontrar,

(82) =1 = [TP)(S) a7)

Como se esperaba (y lo cual debe ser vilido), la ecuacién (17) puede también deducirse de
la ecuacién (16).

\ uniforme de 1 MHz incide perpend
. €/=0. u, = 1). Determinese la fr

13.2 Razon de onda estacionaria

En los casos donde |I'| < 1, cierta energia se transmite hacia la segunda regién y otra parte
se refleja. Por lo tanto, la regién 1 soporta un campo compuesto tanto por una onda viajera
como por una estacionaria. Esta situacion se encontré antes en las lineas de transmision, en
las cuales se presentaba una reflexién parcial en la carga. Las mediciones de la razén de la
onda estacionaria de voltaje y de los puntos de médximo y minimo voltaje permitieron deter-
minar una impedancia de carga desconocida o establecieron el grado hasta el cual la impe-
dancia de carga estaba acoplada a la de la linea (seccién 11.10). Se pueden llevar a cabo
mediciones similares de las amplitudes del campo en la reflexién de ondas planas.

La utilizacién de los mismos campos que se investigaron en la seccién anterior permi-
te combinar las intensidades de los campos incidente y reflejado. Se supone que el medio 1
es un dieléctrico perfecto (o, = 0), mientras que la regién 2 puede ser de cualquier mate-
rial. El fasor de campo eléctrico total en la region 1 sera,

Ear = E.:-l + E;] = E_:-ll}e_jﬁ': -+ l“E_fmff’jB’: (18)
en donde el coeficiente de reflexion es, como se expresé en (9):

r_??z—fh

= = |T'|e/®
n+m

Se admite la posibilidad de que el coeficiente de reflexion sea un nimero complejo, inclu-
yendo su fase ¢. Esto es necesario debido a pesar de que 7, es real y positivo para un medio
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CAPITULO 13 Reflexion de ondas planas y dispersion

sin pérdidas; n, serd, generalmente, complejo. Ademds, si la regién 2 es un conductor per-
fecto, n, es igual a cero, por lo que ¢ serd igual a 7; si n, es real y menor a 7, ¢ serd tam-
bién igual a 7} y si n, es real y mayor que n,, ¢ serd igual a cero.

Incorporando la fase de I" en (18), el campo total en la regién 1 ser4,

Eny = (™% 4 TGt gX S (19)

Las amplitudes de campo mdxima y minima en (19) dependen de z y estdn sujetas a medi-
cién. Su razén, como se encontré en el caso de las amplitudes de voltaje en las lineas de
transmision (seccién 11.10), es la razén de onda estacionaria, la cual se denota con s. Se
tiene un méximo cuando cada término en los corchetes de (19) tiene el mismo dngulo de fa-
se; asi que para un valor de positivo y real,

IE.r]Tlméx = (1 +]r|)E:'](; (20)
y esto ocurre donde
—Biz=Biz+ ¢+ 2mn nm =0,11,£2,...) (21)

Por lo tanto,

(22)

Noétese que un valor médximo del campo eléctrico estd en el plano de frontera (z = 0) si ¢ = 0;
ademds, ¢ = 0 cuando I" es real y positivo. Esto ocurre para valores de 7, y 7, reales cuando
1, > n,. Por lo tanto, existe un valor médximo del campo en la superficie de la frontera cuan-
do la impedancia intrinseca de la regién 2 es mayor que la de la regién 1 y ambas impedan-
cias son reales. Cuando ¢ = 0, también ocurre un maximoen z,, = —ma/f, = —md /2.

Para un conductor perfecto, ¢ = m, y éste miximo se encuentra en T, = —JT/(Zﬂl),
-3nA2B) oz . = —1 /4, —3A1/4, y asi sucesivamente.

El valor minimo debe ocurrir donde los dngulos de fase de los dos términos en los cor-
chetes de la ecuacion (19) difieren en 180°, por lo tanto,

|ExIT|mfn = (1 - ‘FJ)EQIU (23)
y esto ocurre donde,
—-Biz=Biz+od+ 7 +2mn m =0, 1, £2,...) 24
0
Zmin = —z—(¢ + 2m + Dm) (25)
o 261

Los valores minimos estdn separados entre si por miiltiplos de media longitud de onda (asi
como los valores mdximos), y para el conductor perfecto, el primer minimo ocurre cuando
—pB,2 = 0 0 en la superficie conductora. En general. un valor minimo de campo eléctrico se
encuentra en z = () siempre que ¢ = 7 esto ocurre si 1, < n, y ambos son reales. Los re-
sultados son matemdticamente iguales a los que se encontraron en el estudio de las lineas
de transmision de la seccién 11.10. La figura 11.6 muestra una visualizacién.



13.2 Razodn de onda estacionaria

Es posible obtener un conocimiento més profundo trabajando con la ecuacién (19) y
reescribiéndola en su forma instantdnea real. Los pasos son idénticos a los que se siguieron
en el capitulo 11, ecuaciones desde (81) hasta (84). Se puede ver que el campo total en la
region 1 es

(26)

El campo expresado en (26) es la suma de una onda viajera de amplitud (1 —|I"|) y una on-
da estacionaria con amplitud 2|I"|. La porcién de la onda incidente que se refleja y se pro-
paga de regreso en la regién | interfiere con una porcién equivalente de la onda incidente
para formar una onda estacionaria. El resto de la onda incidente (la que no interfiere) es la
onda viajera de la ecuacién (26). La amplitud médxima observada en la region 1 estd donde
las amplitudes de los dos términos de (26) se suman directamente para dar (1 + |T"]). La am-
plitud minima se ubica donde la onda estacionaria alcanza un cero, dejando s6lo una ampli-
tud de la onda viajera de (1 — |I"[). El hecho de que los dos términos en (26) se combinen
asi con la fase correcta puede confirmarse sustituyendo z en la forma dada en las
ecuaciones (22) y (25).

mix y zml’n’

EJEMPLO 13.2

Con el fin de ilustrar algunos de estos resultados, considérese una onda de 100 V/imy 3 GHz
propagéndose en un material que tiene un €/, =4, 1, = 1 y €/ = 0. La onda incide perpen-
dicularmente sobre otro dieléctrico perfecto en la regién 2, z > 0, donde €/, =9y u, = 1
(figura 13.3). Se busca la ubicacién de los puntos maximo y minimo de E.

Dieléctrico 1 Dieléctrico 2
e =4pun=Le,=0 €= n=1€,=0

Ey = 100~/

L = -

Figura 13.3 Una onda incidente, £7. = 100e740% V/m,
se refleja con un coeficiente de reflexion ' = —0.2. El
dieléctrico 2 tiene un grosor infinito
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Solucion. Se calcula w = 6 x 107 rad/s, B, =V e =40rrad/my B, = Vo,
= 607 rad/m. Aunque la longitud de onda seria de 10 cm en el aire, se observa que A, =
2n/B, =S5cm, A, =2/, =333 cm, n, =60 mw, n, =40t 0wy T = (n, — n)(n, +n,)
= —0.2. Puesto que I" es real y negativo (1, < n,), habrd un maximo del campo eléctrico
en la frontera, y se repetird a intervalos de media longitud de onda (2.5 cm) en el dieléctri-
co 1. De la ecuacidn (23), se deduce que |E | . = 80 V/m.

El valor maximo de E se encuentra a distancias de 1.25, 3.75, 6.25,... cmde z =0. To-
dos estos puntos maximos tienen amplitudes de 120 V/m, como lo predijo la ecuacién (20).

No existe ninglin miximo o minimo en la regién 2, ya que no hay ondas reflejadas ahi.

La razén de amplitudes maxima y minima es la razén de onda estacionaria:

(27)

Puesto que |I'| < 1, s siempre es positivo y mayor que o igual a la unidad. En el ejemplo
anterior,

1 4+1-02 12
T d s LY

S T T

Si |T'| = 1, las amplitudes reflejada e incidente son iguales, es decir, toda la energia inciden-
te es reflejada y s es infinito. Se pueden encontrar planos separados por miiltiplos de A /2
en los que E | es igual a cero en todo momento. En el punto medio entre estos dos planos,
E_, tiene una amplitud méxima igual al doble de la correspondiente a la onda incidente.
Sin, = n,, entonces, I' = 0, no se refleja energia y s = 1; las amplitudes mixima y mi-
nima son iguales.
Si la mitad de la potencia incidente es reflejada, |I'|*> = 0.5, [['| = 0.707 y s = 5.83.

D13.2 ;Cudlesel v lor de s que resulta cuando I = +1/27

Puesto que la razén de onda estacionaria es un cociente de amplitudes, las amplitudes
relativas medidas con una sonda permite emplear ésta para determinar s experimentalmente.

Una onda plana uniforme en el aire se refleja parcialmente en una superficie hecha de un
material cuyas propiedades se desconocen. Las mediciones del campo eléctrico en la regién
ubicada enfrente de la interfase indican un espaciamiento entre maximos de 1.5 m, con el
primer mdximo a (.75 m de la interfase. Se mide una razén de onda estacionaria de 5. De-
terminese la impedancia intrinseca, 7, del material desconocido.
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Solucién. El espaciamiento de 1.5 m entre maximos es de A/2, lo que implica una longi-
tud de onda de 3.0 m o f = 100 MHz. El primer méximo a 0.75 m estd, por lo tanto, a una
distancia de A/4 de la interfase, lo que significa que un minimo ocurre en la frontera. Por lo
tanto, el valor de T serd real y negativo. Utilizando (27) se puede escribir,

_.s'—l_S—l 2

I'= = — = -
ITl s+1 541 3
Asi que,
2 ‘=
= e 10
3 Nu + Mo
en la que se despeja 1, para obtener,
1 377
==lfg=—=7548
1 5’?0 5

13.3 Refiexion de ondas sobre
multiples interfases

Hasta el momento, la reflexion de ondas se ha estudiado en una sola frontera que se presen-
ta entre medios semiinfinitos. En esta seccion se estudiard la reflexién de ondas en materia-
les finitos en tamaifio, de tal forma que se deberédn considerar los efectos de las superficies
de adelante y atrds. Dicho problema de doble interfase ocurre, por ejemplo, cuando la luz
incide sobre una superficie plana de vidrio. Existen interfases adicionales si el vidrio est4
recubierto con una o més capas de material dieléctrico, con el propésito (como se verd pos-
teriormente) de reducir las reflexiones. Estos problemas en los que estd involucrada més de
una interfase se presentan con mucha frecuencia; los problemas de una sola interfase, de he-
cho, son la excepcién mas que la regla.

Considérese la situacion general mostrada en la figura 13.4, en la que una onda plana uni-
forme propagédndose en la direccién z hacia delante incide perpendicularmente desde la iz-
quierda hacia la interfase entre las regiones 1 y 2; éstas tienen impedancias intrinsecas 7, y 7,.
Una tercera regién con una impedancia n, se ubica més alld de la regi6n 2, asf que existe una
segunda interfase entre las regiones 2 y 3. La ubicacién de la segunda interfase es z = 0, por
lo que todas las posiciones a la izquierda quedarédn descritas con valores negativos de z. El gro-
sor de la segunda regi6n es /, asf que la primera interfase ocurriré en la posicién z = —/.

Cuando la onda incidente llega a la primera interfase, los eventos ocurren de la mane-
ra siguiente: una porcién de la onda se refleja, mientras que el resto se transmite para pro-
pagarse hacia la segunda interfase. Una vez ahi, una porcién se transmite hacia la regién 3,
mientras que el resto se refleja y regresa a la primera interfase; ahi se refleja parcialmente
otra vez. Esta onda reflejada se combina después con la adicional energia transmitida des-
de laregion 1, y el proceso se repite. Por lo tanto, se tiene una secuencia complicada de miil-
tiples reflexiones que ocurren dentro de la regién 2, con una transmisién parcial en cada
viaje. El andlisis de la situacién en esta forma involucraria mantener el registro de un gran
numero de reflexiones; esto seria necesario cuando se estudiara la fase transitoria del pro-
ceso, donde la onda incidente encuentre por primera vez las interfases.

Sin embargo, si la onda incidente se mantiene asi todo el tiempo, al final se alcanzar4
una situacién de estado estable, en la que: (1) una fraccion de la onda incidente se refleja
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Figura 13.4 Problema basico de dos interfases, en el que
las impedancias de las regiones 2 y 3, junto con el grosor
finito de la region 2, se consideran en la impedancia de
entrada en la superficie frontal, n,.

en la configuracién de doble interfase y se propaga hacia atrés en la regién 1 con una am-
plitud y fase determinadas; (2) una fraccién de la onda incidente se transmite a través de las
dos interfases y se propaga hacia delante rumbo a la tercera region; (3) una onda neta hacia
atrds estd presente en la region 2, la cual forma todas las ondas reflejadas de la segunda in-
terfase; y (4) una onda neta hacia delante estd presente en la region 2, la cual es la superpo-
sicion de la onda transmitida a través de la primera interfase, y todas las ondas de la region
2 que se han reflejado en la primera interfase se propagan ahora hacia delante. El efecto de
la combinacién de muchas ondas que se propagan simultdneamente de esta forma es esta-
blecer una sola onda que tenga una amplitud y fase definida, determinada a través de las su-
mas de las amplitudes y fases de todas las componentes de la onda. En estado estable, por
lo tanto, se tiene un total de cinco ondas que considerar. Estas son las ondas neta y refleja-
da en la regi6n 1, la onda transmitida neta en la region 3, y las dos ondas que se propagan
en direcciones opuestas en la region 2.

La situacion se analiza de la misma forma a la que se utiliz6 en el andlisis de lineas de
transmision de longitud finita (seccién 11.11). Supdéngase que todas las regiones se compo-
nen de un medio sin pérdidas y considérense las dos ondas de la regién 2. Si éstas se con-
sideran como polarizadas en x, sus campos eléctricos se suman para dar,

Exo = E,jzu e P2 4 E ye e (28a)

endonde 8, = w'V € ,/c, y donde las amplitudes, E; y E_;,, son complejas. El campo mag-

nético polarizado en y se escribe de forma similar, utilizando las amplitudes complejas:
Hyp = HYe 7% 4+ Hop e 1P (28b)
Ahora se puede observar que las amplitudes de los campos eléctricos hacia delante y hacia

atras de la region 2 se relacionan mediante el coeficiente de reflexién en la segunda interfa-

se, l"23, donde

[ =——— (29)
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Por lo tanto, se tiene
- _ 1
x20 = r2?fExzo (30)

Después, las amplitudes de los campos magnéticos se expresan en términos de las amplitu-
des de los campos eléctricos por medio de,

1

Hjy= —E} (3la)
¥20 1 x20
y
R I G
Hyy=——Ey=——TnE}H, (31b)
' n2 n2

Ahora se define la impedancia de la onda, n,,, como la razén dependiente de z del campo
eléctrico total y el campo magnético total. En la region 2 esto se convierte, utilizando (28a)
y (28b), en

N T
Exsa _ Eyye PRt B e
= XL e

nu'(Z) ==

Posteriormente, utilizando (30), (31a) y (315), se obtiene

e~ bz e |“23€frf52:
eIt — [yzeibat

nw(2) = 2 |:

A continuacioén, utilizando (29) y la identidad de Euler, se tiene

(n3 + n2)(cos Baz — jsen Brz) + (3 — n2)(cos B2z + j sen B2)
(n3 + n2)(cos Baz — jsen B22) — (n3 — n2)(cos B2z + j sen B3z)

nw(Z) = n2 X

Esta expresion se simplifica facilmente para dar,

13 €08 Baz — jmasen Baz
Me(z) = m — (32)

172 €08 Baz — jn3 sen frz
Ahora se emplea la impedancia de onda en la regién 2 para resolver el problema de refle-
xi6n. Reviste interés la amplitud neta de la onda reflejada en la primera interfase. Puesto que

E y H tangenciales son continuas a través de la frontera, se tiene

EX \+E  =Ew (z=-1) (33a)

H!

vsl

+ H“| = Hys? (z = _[) (33b)
Entonces, en analogia con (7) y (8), se puede escribir

Elio+ Eqo = Exa(z = =) (34a)

E._r!—IO - E o _Eip(z=-1)
m m N (=1)
donde Ef,, y E_, son las amplitudes de los campos incidente y reflejado. Se le llama

n,(—1), impedancia de entrada, n,, a la combinacion de las dos interfases. Ahora se resuel-
ven las ecuaciones (34a) y (34b), eliminando E .. para obtener

(34b)
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(36)

Las ecuaciones (35) y (36) expresan resultados generales que permiten calcular la amplitud
y fase de la onda reflejada neta a partir de dos interfases paralelas ubicadas entre medios sin
pérdidas.! Nétese la dependencia en el espaciamiento de la interfase, /, y en la longitud de
onda medida en la regién 2, caracterizada por 8,. De primera importancia para nosotros es
la fraccién de la potencia incidente que se refleja de la interfase dual y se propaga hacia atrds
en la regi6én 1. Como ya se estudi6, esta fraccion serd |[°|%. Asimismo, reviste especial inte-
rés la potencia transmitida, que se propaga alejandose de la segunda interfase de la regién 3.
Es simplemente la fraccién de potencia restante, que es 1 — |I'|%. La potencia en la regién
2 permanece constante en estado estable; la potencia se aleja de la regién para formar las
ondas transmitida y reflejada, pero inmediatamente llega la potencia de la onda incidente.
Con anterioridad se encontré una situacién anédloga, la cual involucraba lineas de transmi-
sion en cascada, que culminaba en la ecuaci6n (101) del capitulo 11.

Un resultado importante de las situaciones que involucran dos interfases es que posibi-
litan lograr la transmisién total en ciertos casos. En la ecuacién (35) se observa que la trans-
mision total ocurre cuando I' = 0, o cuando 7, = 1,. En este caso, como en el de las lineas
de transmisidn, se dice que la impedancia de entrada esta acoplada a la del medio inciden-
te. Existen varios métodos para llevar esto a cabo.

Para comenzar, supéngase que 1, = n,, y que la regién 2 es de tal grosor que B,/ = mm,
donde m es un entero. Ahora, 8, = 21/A,, donde 4, es la longitud de onda medida en la re-
gion 2. Por lo tanto,

2
—T[!=m:fr

“

0

A
[ (37)
5

o

Con B,I = mm, el grosor de la segunda regién es un entero miltiplo de media longitud de
onda medida en ese medio. La ecuacién (36) se reduce a n,,, = n,. Por lo tanto, el efecto
general de tener un grosor que sea miltiplo de media longitud de onda es volver irrelevante

! Por conveniencia, (34a) y (34b) se han escrito para un tiempo especifico en el que la amplitud de la onda inci-
dente, E |, ocurre en z = —L. Esto establece una referencia de fase cero en la interfase frontal para la onda incidente
y es a raiz de esta referencia que se puede determinar Ia fase de la onda reflejada. De forma equivalente, se ha
reposicionado el punto z = 0 en la interfase frontal. La ecuacién (36) permite esto porque estd solamente en fun-
cién del espaciamiento, 1, en la interfase.
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la segunda regién de los resultados de la reflexién y transmision. De manera equivalente, se
tiene un problema de interfase dnica que involucra a , y a n,. Ahora, con n, = 1,, se ha
acoplado la impedancia de entrada y, por lo tanto, no existe onda reflejada neta. E1 método
de seleccionar el grosor de la region 2 se conoce como acoplamiento de media onda. Den-
tro de sus aplicaciones se incluyen, por ejemplo, los contenedores de antenas en aviones,
también conocidos como radomos, los cuales forman parte del fuselaje. La antena dentro de
la nave puede transmitir y recibir a través de esta capa, que puede disefiarse con una forma
tal que permita tener buenas caracteristicas aerodindmicas. Nétese que la condicién de aco-
plamiento de media onda ya no se aplica, en virtud de que hay una desviacién con respec-
to a la longitud de onda que la satisface. Cuando esto se hace, la reflectividad del dispositivo
aumenta (al aumentar la desviacion con respecto a la longitud de onda), por lo que actda co-
mo un filtro pasa-bandas.

A menudo es conveniente expresar la constante dieléctrica del medio a través del indi-
ce de refraccion (o s6lo indice), n, definido como,

(38)

La caracterizacion de materiales por sus indices de refraccién se lleva a cabo, principalmen-
te, a frecuencias opticas (del orden de 10'* Hz), mientras que a frecuencias mucho mas ba-
Jas, por tradicién, se especifica una constante dieléctrica. Puesto que €, es compleja en un
medio con pérdidas, el indice también serd complejo. Mds que complicar la situacién de es-
ta forma, se restringird el uso del indice de refraccién a casos que involucren medios sin pér-
didas que tengan un €' =0, y un 2, = 1. En condiciones sin pérdidas se puede escribir la
constante de fase de la onda plana, asi como la impedancia intrinseca del material en térmi-
nos del indice, por medio de,

(39)
(40)
___ C |
e (41)
¥
o2 }_"E. 5 i’i 42
A= - (42)

en donde A es la longitud de onda en el espacio libre. Obviamente, es importante no con-
fundir el indice n con la letra griega de similar apariencia n (impedancia intrinseca), la cual
tiene un significado totalmente diferente.

Otra aplicacioén que tipicamente se observa en Optica es el interferometro Fabry-Perot.
Este, en su forma mds simple, consiste en un solo bloque de vidrio u otro material transpa-
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rente de indice n, cuyo grosor, /, se calcula para transmitir longitudes de onda que satisfa-
gan la condicién A = Ay/n = 21 /m.

A menudo se desea transmitir solamente una longitud de onda, no varias, como la ecua-
cién (37) lo permite. Por lo tanto, se querrd asegurar que las longitudes de onda adyacentes
que pasan a través del dispositivo estén separadas lo més lejos posible, con la finalidad de que
s6lo una se encuentre en el espectro de potencia de entrada. En términos de la longitud de
onda medida en el material, esta separacion estd dada en general por

oyt B M
m—1 m mm—1) m?
Notese que m es el nimero de medias longitudes de onda en la region 2, o m = 21 /A = 2nl /A,
donde 4, es la longitud de onda en el espacio libre deseada para la transmisién. Por lo tanto,

82

32
Adp =22 43
f 5] (43a)
En términos de la longitud de onda medida en el espacio libre, esto se convierte en,
12
Adjo=nAky = 2 43b
O =RA = S0l n

A zka se le conoce como el rango espectral libre del interferémetro Fabry-Perot en térmi-
nos de la separacion de longitud de onda en el espacio libre. El interferémetro puede utili-
zarse como un filtro de banda angosta (para transmitir una determinada longitud de onda y
un espectro angosto alrededor de esta longitud de onda) si el espectro que se filtrard es mds
angosto que el rango espectral libre.

Supdngase que se desea filtrar un espectro éptico de ancho total Al ; = 50 nm (medidos en
el espacio libre), cuya longitud de onda central, A, se encuentra en la parte roja del espec-
tro visible a 600 nm, donde un nm (nanémetro) es 10~% m. Se utilizar4 un filtro Fabry-Pe-
rot, consistente en una placa de vidrio sin pérdidas, que tiene un indice de refraccién n = 1.45.
Se necesita encontrar el rango de grosor del vidrio requerido para que mdltiples longitudes
de onda no se transmitan.

Solucién. Se requiere que el rango espectral libre sea mayor que el ancho espectral 6pti-
€0, 0 Adg > Ai . Utilizando (43b),

A

[l <
2nAi

Asi que,
600°

l< ——— =25x10nm =25
= 2(1.45)(50) oo p

donde 1 pm (micrémetro) = 10~® m. La fabricacién de una placa de vidrio de este grosor
o menor se considera como algo ridiculo. En cambio, lo que a menudo se utiliza es un col-
chon de aire con un grosor de esa medida entre dos placas delgadas, cuyas superficies de los
lados opuestos del colchén de aire tengan capas antirreflejantes. Esta es de hecho una con-
figuracién mds versdtil, ya que la longitud de onda que se transmitird (y el rango espectral
libre) puede ajustarse modificando la separacién entre las placas.
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A continuacion se quita la restriccién 7, = 1, y se busca una forma de producir una re-
flexion igual a cero. Regresando a la ecuacién (36), supéngase que se hace g,/ = (2m —
1)n/2, o un muiltiplo impar de n/2. Esto significa que,

2 b3
—Il=02m-=1)= = 128 s
» (2Zm )2 (m )

(44)

Este grosor es un multiplo impar de un cuarto de longitud de onda medida en la regién 2.
En esta condicion (36) se reduce a,

(45)

Nent =

=
(S [ 0

Tipicamente, la impedancia de la segunda regién se selecciona para permitir el acoplamiento
entre las impedancias dadas, n, y n;. El logro de la total transmisién requiere que n,, = 7,
para que la impedancia requerida en la segunda regién sea,

(46)

Una vez que las condiciones dadas en (44) y (46) han sido satisfechas, se lleva a cabo el aco-
plamiento de un cuarto de onda. El disefio de capas antirreflejantes en los dispositivos 6p-
ticos se basa en este principio.

EJEMPLO 13.5

Se desea disefiar una capa protectora para cubrir una superficie de vidrio con el dieléctrico
apropiado y asi ofrecer una transmision eficiente del aire al vidrio a una longitud de onda
de 570 nm en el espacio libre. El vidrio tiene un indice de refraccién n; = 1.45. Determine-
se ¢l indice de refraccién requerido para la capa protectora y el grosor minimo requerido.

Solucién. Las impedancias conocidas son n, = 377 Qy n, = 377/1.45 = 260 Q.
Utilizando (46) se tiene

n2 = +/(377)(260) = 313 Q

El indice de refraccién de la regidn 2 serd entonces

(377 1.20
Ny = s = 1.
27 \313

La longitud de onda de la regién 2 serd

El grosor minimo de la capa dieléctrica es, entonces

I=%=H%m:ﬂ“%m
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Figura 13.5 Problema de tres interfases en el que la impedancia
de entrada, n,,, , se convierte de nuevo en la interfase frontal para
formar la impedancia de entrada, »,, .

El procedimiento que se sigue en esta seccién para evaluar la reflexién de ondas invo-
lucra el cilculo de la impedancia efectiva en la primera interfase, M., 1@ cual se expresa en
términos de las impedancias que estin mds alld de la superficie frontal. Este proceso de
transformacion de impedancias es mis evidente cuando se consideran problemas que invo-
lucren a més de dos interfases.

Por ejemplo, considérese la situacion de tres interfases que muestra la figura 13.5, donde
una onda incide desde la izquierda hacia la region 1. Se desea determinar la fraccién de la on-
da incidente que se refleja y propaga hacia atras en la region 1, y la fraccién de la potencia in-
cidente que se transmite a la regién 4. Hacerlo demanda encontrar la impedancia de entrada
en la superficie frontal (la interfase entre las regiones 1 y 2). Se comienza transformando la
impedancia de la regi6n 4 para formar la impedancia de entrada en la frontera entre las regio-
nes 2 y 3. Esto se muestra con Nent» €0 1a figura 13.5. Utilizando (36), se tiene

14 COS ﬁg,fb =+ j?}g. s€n ﬂglb
Nent,b = 13

: - (47)
N3 cos B3l + jnasen Bl

La situacion se ha reducido en forma efectiva a un problema de dos interfases en el que
Nenry ©8 12 impedancia de todo lo que estd mds alld de la segunda interfase. La impedan-
cia de entrada en la interfase frontal, n se encuentra ahora transformando 7, , de la
forma siguiente:

ent.a

e €05 Boly + jma sen Bal, 48
Ment.a = 12 n2¢08 Baly + jNens sen Bol, "

La fraccion de la potencia reflejada ahora es ||, donde,

e Nent.a — M
Nent.a + M1
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La fracci6n de la potencia transmitida a la regién 4 es, como antes, 1 — |I'|2. El método de
transformacion de impedancias puede aplicarse de esta forma a cualquier ndmero de inter-
fases. Este proceso, aunque un poco tedioso, se realiza facilmente en la computadora.

La motivacién para el uso de capas miiltiples con el fin de reducir la reflexién es que la
estructura resultante es menos sensible a desviaciones con respecto a la longitud de onda de
diseno, si las impedancias (o indices de refraccion) se disponen de tal forma que dichos in-
dices aumenten o disminuyan progresivamente de capa en capa. En caso de que se utilicen
miltiples capas como cubierta antirreflejante de las lentes de una cdmara, por ejemplo, la
capa sobre la superficie de las lentes debe tener un valor de impedancia muy cercano al del
vidrio. A las capas restantes se les colocan valores de impedancia progresivamente mayo-
res. Con un gran nimero de capas fabricadas de esta forma la situacion comienza a aproxi-
marse (sin embargo, nunca llega a ser igual) al caso ideal, en el que la impedancia de la capa
mads exterior se acopla con la impedancia del aire, mientras que las impedancias de las ca-
pas mas profundas decrecen de manera progresiva hasta alcanzar el valor de la impedancia
de la superficie del vidrio. Ante esta impedancia que varia progresivamente, no existe super-
ficie con cual se refleje la luz, por lo que la luz de cualquier longitud de onda se transmite
totalmente. Las cubiertas multicapa que se disefian de esta forma producen excelentes ca-
racteristicas de transmision de banda ancha.

El método de transformacién de impedancias para el manejo de interfases miltiples se
aplica no s6lo en las fronteras de ondas planas, sino que también en lineas de transmision
cargadas de longitud finita y en lineas de transmision en cascada. Se encontrardn problemas
de este tipo en el capitulo 14, los cuales serdn resueltos utilizando exactamente las mismas
matemadticas.

13.4 Propagacion de ondas planas
en direcciones generales

En esta seccion se aprendera cémo describir matemadticamente las ondas planas uniformes
que se propagan en cualquier direccién. La motivacién para hacer esto es la necesidad de
abordar el problema de las ondas que inciden en fronteras que no son perpendiculares a la
direccion de propagacion. Dichos problemas de incidencia oblicua ocurren muy a menudo,
por lo que la incidencia perpendicular es un caso especial. Atacar dichos problemas requiere
(como siempre) el establecimiento de un sistema de coordenadas apropiado. Con la fronte-
ra ubicada sobre el plano x, y, por ejemplo, la onda incidente se propagard en una direccion
que podria involucrar a los tres ejes coordenados, mientras que en la incidencia perpendicu-
lar sélo era importante la propagacion a lo largo de z. Es necesario un formalismo matema-
tico que permita la propagacién en todas las direcciones.

Considérese una onda que se propaga en un medio sin pérdidas, con una constante de
propagacién g = k = w‘\/q;s. Por simplicidad. el caso se considera de dos dimensiones,
donde la onda viaja en una determinada direccién entre los ejes x y z. El primer paso es con-
siderar la constante de propagacion como un vector, K. el cual se indica en la figura 13.6.
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Figura 13.6 Representacion de una onda plana uniforme con
vector de onda k con un angulo 8 con respecto al eje x. La fase en
el punto (x, z) esta dado por k - r. Los planos de fase constante
(mostrados con lineas perpendiculares a k) estan espaciados una
longitud de onda A pero tienen un espaciamiento méas grande
cuando se miden a lo largo de los ejes x 0 z.

La direcci6n de k es la direccion de propagacion, que es la misma que la del vector de Poyn-
ting en nuestro caso.” La magnitud de K es el corrimiento de fase por unidad de distancia a
lo largo de esa direccion. Parte del proceso de caracterizacién de una onda es la especifica-
cién de su fase en cualquier punto en el espacio. Respecto de las ondas que se ha considera-
do que se propagan a lo largo del eje z, esto se logré utilizando el factor e*% en forma
fasorial. La especificacion de la fase en este problema de dos dimensiones requiere emplear
la naturalezd del vector k, y se considera que la fase tiene una ubicacién general (x, z) des-
crita por el vector de posicion r. La fase en ese lugar, referida al origen, estd dada por la pro-
yeccion de k a lo largo de r veces la magnitud de r, o solamente k - r. Si el campo eléctrico
tiene una magnitud E,, la forma fasorial de la onda de la figura 13.6 se puede escribir como,

K, =BT (49)

El signo de menos en el exponente indica que la fase a lo largo de r se mueve en el tiempo
en la direccién en la que r se incrementa. De nuevo, el flujo de la potencia de la onda en un
medio isotrépico ocurre a lo largo de la direccién, cuyo corrimiento de fase por unidad de
distancia es mdximo, a lo largo de k. El vector r sirve como un medio para medir la fase en

% Se supone aqui que la onda estd en un medio isotrépico, donde la permitividad y permeabilidad no cambia con
la orientacién del campo. En un medio anisotrépico (donde ¢ o « dependen de la orientacion del campo), las direc-
ciones del vector de Poynting y k pueden ser diferentes.
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cualquier punto utilizando k. Esta construccion puede extenderse facilmente a tres dimen-
siones permitiendo que los vectores, Kk y r, tengan cada uno tres componentes.

En el caso de dos dimensiones de la figura 13.6 se puede expresar k en términos de sus
componentes x y z:

k= ki + ket

El vector de posicion, r, puede expresarse de manera similar como:

por lo que
ker=kux+k.z
La ecuacion (49) se transforma en
E, = Ege Jtxtk) (50)

Mientras que la ecuacion (49) expresaba la forma general de la onda, la ecuacion (50) ex-
presa la forma especifica respecto de la situacion. Dada una onda expresada por la ecuacién
(50), el 4ngulo de propagacion desde el eje x se encuentra ficilmente a través de,

k.
f=tan"' | =
o (fc)

La longitud de onda y la velocidad de fase dependen de la direccion que se esté consideran-
do. En la direccion de k, éstas serdn,

i 2_yr B 2
ko)
2 4
- &

Si, por ejemplo, se considera la direccion x, estas cantidades seran,

2
lx:K
Y
w
Vpy = —
P k

X

Notese que tanto A, como Vs tienen un valor mayor que sus contrapartes a lo largo de la di-
reccién de k. Este resultado, en principio sorprendente, se puede comprender mejor por me-
dio de la geometria de la figura 13.6. El diagrama muestra una serie de frentes de onda
(planos de fase constante) que interceptan k en dngulos rectos. El corrimiento de fase entre
frentes adyacentes estd fijado a 27 en la figura; esto corresponde a una separacion espacial
sobre la direcciéon de k de una longitud de onda, como se muestra. Los frentes de fase inter-
ceptan al eje x y se observa que a lo largo del eje x 1a separacion entre frentes es mayor que
la que habia a lo largo del eje k. A es el espaciamiento entre frentes a lo largo de x y estd
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indicado en la figura. La velocidad de fase a lo largo de x es la velocidad de los puntos de
interseccion entre los frentes de fase y el eje x. De nuevo, por geometria, se advierte que es-
ta velocidad debe ser mayor que la velocidad a lo largo de k y ésta, por supuesto, excederd
a la de la luz en el medio. Sin embargo, lo anterior no constituye una violacion a la relati-
vidad especial, puesto que la energia de la onda fluye en la direccién de k y no a lo largo de
x 0 z. La frecuencia de la onda es f = w/2m y no varia con la direccién. Nétese, por ejem-
plo, que en las direcciones que se han considerado,

Vp _ Uy @
A Ay 2

EJEMPLO 13.6

Considérese una onda plana uniforme de 50 MHz con una amplitud de campo eléctrico de
10 V/m. El medio no tiene pérdidas y tiene un valor de €, = €/ = 9.0y u, = 1.0. La onda
se propaga sobre el plano x, y a un dngulo de 30° con respecto al eje x y estd polarizada li-
nealmente a lo largo de z. Escribase la expresion fasorial para el campo eléctrico.

Solucidén. La magnitud de la constante de propagacion es

€ 2m x 50 x 10°(3) _

-
k =w. /e = 3% 108 =32m

El vector k es ahora

= 3.2(cos 30a, + sen30a,) = 2.8a, + 1.6a, m™'
Entonces
r=xa,-+ya,

Con el campo eléctrico dirigido a lo largo de z, la forma fasorial es,

E, = Eqe /*'Ta, = 10e™/28x+169)

D13.4 Para el ejempir; 13 6 calculese A, A.v

mwpuutaz 22m,39m, 11 X lﬁsmfs,Z(} % 108 m/s

13.5 Reflexion de ondas planas que inciden
en angulos oblicuos

Ahora se considera el problema de la reflexién de ondas que inciden sobre interfases pla-
nas, en las cuales la onda incidente se propaga con un determinado dngulo con respecto a la
superficie. Los objetivos son (1) determinar la relacion entre los dngulos incidente, refleja-
do y transmitido, y (2) deducir los coeficientes de reflexién y de transmisién como funcio-
nes del dangulo de incidencia y de la polarizacién de la onda. Asimismo, se mostrard que
existen casos en los que pueden presentarse la reflexion total o la transmisién total, en la in-
terfase entre los dos dieléctricos, si el dngulo de incidencia v la polarizacién se seleccionan
adecuadamente.
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Figura 13.7 Geometrias de ondas planas incidentes a un angulo 6, sobre
una superficie entre dieléctricos que tienen impedancias intrinsecas », y 1,.

Los dos casos de polarizacion se muestran: a) polarizacién p (o TM), con E
sobre el plano de incidencia; b) polarizacion s (o TE), con E perpendicular al
plano de incidencia.

Esta situacion se ilustra en la figura 13.7. Ahi, a la direccién de la onda incidente y la
fase (que depende de la posici6n) las caracteriza un vector de onda k7. El dngulo de inci-
dencia es el dngulo entre ki y una linea perpendicular a la superficie (el eje x en este caso).
El dngulo de incidencia se muestra como 6,. La onda reflejada, caracterizada por el vector
de onda k7, se propagard alejandose de la interfase con un dngulo 8. Por dltimo, la onda
transmitida, caracterizada por k,, se propagard en la segunda regi6n con un 4ngulo 6,, co-
mo se muestra. Uno podria sospechar (a partir de experiencias anteriores) que los dngulos
incidente y reflejado son iguales (6, = ), lo cual es correcto. Sin embargo, era necesario
mostrar esto para que estuviera completo.

Los dos medios son dieléctricos sin pérdidas y los caracterizan impedancias intrinse-
cas 1, y n,. Como se hizo antes, se supondra que los materiales no son magnéticos y, por
lo tanto, tienen una permeabilidad K- En consecuencia, los materiales se describen apro-
piadamente especificando sus constantes dieléctricas, € , y € ,, 0 sus indices de refraccién,
n, = €,Yn,=Ve,.

La figura 13.7 muestra dos casos que difieren entre si en la seleccién de la orientacién
del campo eléctrico. En la figura 13.7a el campo E estd polarizado sobre el plano de la pa-
gina por lo tanto, con H perpendicular a la pagina y apuntando hacia fuera. En esta figura
el plano de la pagina también es el plano de incidencia, el cual se define con mds precision
como el plano formado por el vector incidente k y la perpendicular a la superficie. Con el
vector E sobre el plano de incidencia, se dice que la onda tiene polarizacién paralela o es
polarizada en p (E es paralelo al plano de incidencia). Nétese que mientras H es perpendicu-
lar al plano de incidencia, éste es paralelo (o transverso) a la interfase. Como consecuencia,
otro nombre para este tipo de polarizacion es transversal magnético, o polarizacién TM.

La figura 13.7b muestra la situacién en que las direcciones del campo han sido giradas
90°. Ahora H esta sobre el plano de incidencia, mientras que E es perpendicular al plano.
Puesto que E se utiliza para definir la polarizacion. la configuracion se llama polarizacion
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perpendicular, o se dice que estd polarizada en s.” E también es paralelo a la interfase, por
lo que este caso también se llama transversal eléctrico o polarizacion TE. Se vera que los
coeficientes de reflexién y transmision serdn diferentes en los dos tipos de polarizacién; sin
embargo, los dngulos de reflexion y transmisién no dependerdn de la polarizacién. Sola-
mente serd necesario considerar las polarizaciones s y p, ya que cualquier otra direccion del
campo puede considerarse como una combinacién de las ondas s y p.

El conocimiento de los coeficientes de reflexién y transmisién, asi como la forma en la
que se relacionan los dngulos, puede encontrarse por medio de las condiciones de frontera
en la interfase. Especificamente, se requiere que las componentes transversales de E y H
sean continuas a través de la interfase. Estas fueron las condiciones que se utilizaron para
encontrar I" y 7 para la incidencia perpendicular (8, = 0), el cual es un caso especial del pro-
blema en cuestion. Primero se considerard el caso de la polarizacion p (figura 13.7a). Para
comenzar, se escriben los campos incidente, reflejado y transmitido en forma fasorial, uti-
lizando la notacién que se desarroll6 en la seccién 13.4:

B} =Bl e b (51)
E ,=Ege /M (52)
E;; = Eye /Rr (53)
donde

ki = ki(cos b, a, +senf a,) (54)
ki = ki(—cosfa, +senb a,) (55)
k; = ky(cos#, a, + senb, a,) (56)

y donde
r=xa;+2z8; (57)

Las magnitudes del vector de onda son ki = w\/€1/c = mw/c y kr = . féa/c =
naw/c.

Ahora, para evaluar la condicién de frontera que requiere el campo eléetrico tangencial
continuo, es necesario encontrar las componentes de los campos eléctricos (componentes en
z) paralelos a la interfase. Proyectando todos los campos E en la direccién z y utilizando las
ecuaciones (51) a (57), se obtiene,

ikt e 5
Ef; = Eige " = B cosye~/Hixembirzient) (58)
— — = KT _ B nne ) piki(x cosB —zsend!)
E_, = E_je7'™ " = Ej,cos0;e’™ ! ' (59)
E;_,.-z = E;Zne-..__jkz.r = EQU cos Hze—ji::l‘.rcl_nﬂz-F: sen ) (6{])

¥ La designacién s es una abreviatura del aleman senkrecht, que significa perpendicular. La p en polarizacién P
es una abreviatura de la palabra en aleman parallel, la cual significa paralelo.
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Las condiciones de frontera para el campo eléctrico tangencial continuo son:

EL,+E_, =E;n (ax=0)
Ahora se sustituyen las ecuaciones (58) a (60) en (61) y se evalua el resultado en x = 0 pa-
ra obtener,

E]"B COSQI e—Jh:sen& = EH-]COSQ; e*}k;:senﬁl = EngOSGze_thwnHI (61)

Nétese que Ef, Ej,, y E,, son constantes (independientes de z). Ademds, se requiere que
(61) sea vilida para todos los valores de z (en cualquier punto de la interfase). Para que lo
anterior suceda, se deduce que todos los términos fasoriales que aparezcan en (61) deben
ser iguales. Especificamente,

kizsenf; = kjzsen#, = kyzsen6,

A partir de esto, se puede ver inmediatamente que 6, = 6,, o el dngulo de reflexién es igual
al dngulo de incidencia. Asimismo, se ve que,

(62)

A la ecuacidn (62) se le conoce como ley de refraccion de Snell. Puesto que, en general,
k = nw /c, se puede reescribir (62) en términos de los indices de refraccidn:

(63)

La ecuacion (63) es la forma de la ley de Snell que se utiliza con mayor facilidad para el ca-
so de dieléctricos no magnéticos. La ecuacion (62) es una forma mds general que se aplicaria,
por ejemplo, en casos que involucraran materiales con permeabilidades diferentes, asi como
permitividades distintas. En general, se tendria k, = (w/c)V ., €, y k, = (w /¢) \% o€

Habiendo encontrado las relaciones entre los dngulos, a continuacién se procede a cum-
plir con el segundo objetivo: determinar las relaciones entre las amplitudes, Ef,, E|, y E,.
Lograr esto requiere considerar la otra condicién de frontera, que demanda continuidad tan-
gencial de H en x = 0. Todos los vectores de campo magnético para la onda polarizada en
p estdn dirigidos hacia y negativa. En la frontera, las amplitudes de los campos estédn rela-
cionadas por medio de

k= (64)
Luego, cuando se usa el hecho de que 6 = 6, y se invoca la ley de Snell, (61) se convierte en
Ef,cos8) + Ej cos8 = Eycosb, (65)

Utilizando las impedancias intrinsecas del medio, se sabe, por ejemplo, que Ej,/HS, = n,
y EJ,/H3, = n,. La ecuacién (64) puede escribirse como sigue:
Ejycos6; Ecosf; Ej cosh,

- (66)
Nip Mp M2p

Nétese el signo de menos enfrente del segundo término de (66), lo que resulta del hecho de
que E,, cos 6, es negativo (de la ecuaci6én 13.7a). mientras que H es positivo (de nuevo a
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partir de la figura). Cuando se escribe la ecuacion (66), las impedancias efectivas, validas
para la polarizacion p, se definen por medio de,

(67)

(68)

Utilizando esta representacion, las ecuaciones (65) y (66) se encuentran ahora en una forma
que permite despejar las relaciones E[/ET, y E,,/E7;. Llevando a cabo procesos andlogos
a los que se utilizaron para resolver (7) y (8), se encuentran los coeficientes de reflexién y
de transmision:

(69)

(70)

Puede llevarse a cabo un procedimiento similar para la polarizacién s como en la figu-
ra 13.7b. Los detalles se dejan como ejercicio; los resultados son

(71)

(72)

(73)

s = msech (74)

Las ecuaciones (67) a (74) son lo que se necesita para calcular la transmision y reflexién de
ondas para cualquier tipo de polarizacién, a cualquier dngulo de incidencia.

Una onda plana uniforme en el aire incide sobre vidrio con un dngulo de 30° con respecto
a la perpendicular. Determinese la fraccién de la potencia incidente que se transmite y que
se refleja para: a) polarizacion p y b) polarizacion s. El vidrio tiene un indice de refraccion
n, = 1.45.
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Solucién. En primer término, la ley de Snell se aplica para encontrar el d4ngulo de trans-
mision. Utilizando n, = 1 para el aire, se utiliza (63) para encontrar,

. {sen30 4
f, = sen l( = ) =202

Ahora, para la polarizacién p:
Mmp = N1 cos 30 = (377)(.866) = 326 2

377
Map = 12€0520.2 = 2 (938) = 244 Q

Después, usando la ecuacién (69), se tiene

244 — 326
= ——— =-0.144
P 244 4+ 326
La fraccién de la potencia incidente que se refleja es
P,
5 = Tl = 81

Por lo tanto, la fraccion de la potencia transmitida es

Py

=1-—|I,*=.979

Para polarizacion s, se tiene,
ns = N sec 30 = 377/.866 = 435 Q

377
— S 2 2 — ——
N2 = N2 sec 20 1.45(.938) 2782
Posteriormente, utilizando (71):
277 — 435

ST 2774435
Por lo tanto, la fraccién de potencia reflejada es

ITs|* = .049

—.222

La fraccion de la potencia incidente que se transmite €s,

1 —|T|* = .951

En el ejemplo 13.7 se pudo advertir que los valores del coeficiente de reflexién para las
dos polarizaciones eran negativos. El significado de un coeficiente de reflexién negativo es que
la componente del campo eléctrico reflejado, que es paralelo a la interfase, tendrd una direc-
cién opuesta a la componente del campo incidente cuando ambos se evalten en la frontera.

Este efecto también se observa cuando el segundo medio es un conductor perfecto. En
este caso, se sabe que el campo eléctrico dentro del conductor debe ser cero. En consecuen-
cia, n, = E,,/H,, = 0, y los coeficientes de reflexion serdn r,=r,= —1. La reflexion to-
tal se presenta, sin importar el angulo de incidencia o la polarizacion.
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13.6 Reflexion total y transmision
total de ondas
incidentes oblicuas

Ahora que se tienen métodos disponibles para resolver problemas que involucren la transmi-
sion y reflexion de ondas incidentes oblicuas, se pueden estudiar los casos espaciales de refle-
xion total y transmision total. Se buscan combinaciones especiales de medios, dngulos de
incidencia y polarizaciones que generen estas propiedades. Para comenzar, se identifica la
condicion necesaria para la reflexion total. Se desea la reflexion total de potencia, por lo que
IT'|? = I'T* = 1, donde I" puede ser tanto I“p como I". El hecho de que esta condicion inclu-
ya la posibilidad de un valor de I complejo permite cierta flexibilidad. Para el medio inciden-
te, se puede sefalar que 7, o ¥ i siempre serédn reales y positivos. Por otro lado, cuando se
considera el segundo medio, My, Y e S€ involucran factores de cos #, o 1/cos 6,, donde

2 1/2
n
cosﬂzz[lasenz(-}z]l/z: J i (;1—-") senzﬂl} (75)
donde se ha utilizado la ley de Snell. Se observa que cos 6,, y de aqui Ny ¥ Ty 8€ hacen ima-
ginarios siempre que sen 6, > n,/n . Considérese la polarizacion paralela, por ejemplo. En
condiciones de un valor de My imaginario, (69) se convierte en,

_Jmpl=mp _ _mp—Jlmpl _ _Z
9 j|?32p|+nlp ??1,;+j|??2,;| VA

donde Z = n i Jl nzpl. Por lo tanto, se puede ver que [‘p " = 1, lo cual significa reflexidn
total de potencia, siempre que n,, sea imaginaria. Lo mismo serd vélido siempre que My
sea cero, lo cual ocurre cuando sen 0, = nzln,. Por lo tanto, se tiene una condicion de refle-
Xién interna total, la cual es

sen@;ﬁm (76)

A partir de esta condicién surge el dngulo critico de reflexion total, 6 , definido como
et = 2 -

La condicién de reflexion total puede, por lo tanto, escribirse mds sucintamente como
91 >0, (parareflexién total) ; (78)

Nétese que para que tengan sentido las ecuaciones (76) y (77), debe ser verdad que
n, < n,;, o que la onda incidente esté en un medio con un indice de refraccién mayor que el
del medio ubicado mds alld de la frontera. Por esta razén, la condicién de reflexion total a
menudo se denomina reflexién interna total: es comun verlo (y aplicarlo) en dispositivos
Opticos tales como prismas directores de rayos, donde la luz dentro de la estructura de vi-
drio se refleja totalmente en las interfases vidrio-aire.
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Figura 13.8 Prisma de haz guiado del
ejemplo 13.8.

EJEMPLO 13.8

Mediante un prisma se cambiara de direccién un rayo de luz 90°, como lo muestra la figu-
ra 13.8. La luz entra y sale del prisma a través de dos superficies antirreflejantes (con cu-
bierta AR). La reflexion total ocurrird sobre la superficie del fondo, donde el dngulo de
incidencia es de 45° con respecto a la perpendicular. Determinese el indice de refraccién mi-
nimo que se requiere del material del prisma si la regién que lo rodea es aire.

Solucion. Considerando la superficie del fondo, el medio mas alld de la interfase es aire
con n, = 1.00. Puesto que 6, = 45°, se utiliza (76) para obtener,

i e R L |

~ sen45

Puesto que el vidrio de silicio fundido tiene un indice de refraccién n, = 1.45, es un mate-
rial adecuado para esta aplicacion y, de hecho, se utiliza ampliamente.

Otra aplicacién importante de la reflexién interna total es en gufas de onda dpticas. Es-
tas, en su forma mds simple, se fabrican con tres capas de vidrio; la de en medio tiene un
indice de refraccién ligeramente mayor que las otras dos. La figura 13.9 muestra su estruc-
tura basica. La luz, propagindose de izquierda a derecha, se confina en la capa central por
medio de la reflexién total en las dos interfases, como se muestra. Las guias de onda de fi-
bra éptica se fabrican segin este principio, en el cual, una regién de vidrio cilindrico de ra-
dio pequeiio forma el nicleo y se encuentra rodeada coaxialmente por una cubierta de radio
mayor, hecha de vidrio de menor indice de refraccion. Los principios basicos del guiado de
ondas aplicados en estructuras metdlicas y dieléctricas se estudiardn en el capitulo 14.

A continuacioén se considera la posibilidad de la rransmision total. En este caso, el requi-
sito es simplemente que I' = 0. Se estudia esta posibilidad para las dos polarizaciones. Prime-
ro, se considera la polarizacién s. Si F.\- = (), entonces de (71) se requiere que 7, = n,, O
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Figura 13.9 Una guia de ondas
dieléctrica (caso simétrico) mostrando el
confinamiento de luz en el centro del
material a través de la reflexion total.

N> sec &, = n; secH,;

Utilizando la ley de Snell para escribir 6, en términos de 6,, la ecuacién anterior se trans-
forma en,

5 ~1/2
n -1;2
72 |:l - (n—:) senzal} = n [l —sen®6 ] Y

No existe valor de 6, que satisfaga esta ecuacién, por lo que se cambia a la polarizacién p. Uti-
lizando (67), (68) y (69) con la ley de Snell se encuentra que la condicién para r,=0es,

, 12
n
2 |:l = (—i) sen261:| = m[1 — sen? 91]”2

Esta ecuacion tiene una solucién, que es,

(79)

en donde se ha utilizado n, = n,/n, y n, = ny/n,. A este dngulo especial se le llama @, don-
de la transmision total ocurre, el dngulo de Brewster o dngulo de polarizacién. Este Gltimo
nombre proviene del hecho de que si la luz que tiene componentes de polarizacién en s y en
p incidiera a un dngulo 6, = 6, la componente p seria transmitida por completo, dejando la
luz parcialmente reflejada polarizada en s de manera total. A dngulos que sean ligeramente
cercanos al dngulo de Brewster, la luz reflejada estd atin polarizada en s, en forma predomi-
nante. La mayoria de la luz reflejada visible se origina en las superficies horizontales (como
en la superficie de un océano), por lo que la luz tiene polarizacién horizontal, predominan-
temente. Los lentes oscuros Polaroid aprovechan este hecho para reducir el reflejo, ya que
estdn disefiados para bloquear la transmision de la luz polarizada horizontalmente, a la vez
que dejan pasar la luz polarizada verticalmente.

Luz en el medio aire incide sobre vidrio con el dngulo de Brewster. Determinense los dngu-
los incidente y transmitido.
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Solucién. Puesto que el vidrio tiene un indice de refraccién n, = 1.45, el dngulo inci-
dente ser4,

6, = 0 = sen” . S (i) = 554°
/n2+n2 V1452 +1
1 2

El dangulo transmitido se encuentra mediante la ley de Snell a través de,

6, = sen”! (ﬂ sen 93) = sen” [ S 34.6°
& yni+n

Nétese en este ejercicio que sen 8, = cos 6, lo cual significa que la suma de los angulos in-
cidente y refractado cumple la condicién de Brewster porque es siempre 90°.

Muchos de los resultados que se han visto en esta seccién se resumen en la figura 13.10,
en la que [“p y I',, de (69) y (71), estdn graficadas en funcién del d4ngulo incidente, 6,. Se
muestran curvas de valores seleccionados de relacién de indice de refraccién, n,/n,. En to-
das las grificas donde n,/n, > 1, ', y l"p alcanzan valores de +1 en el dngulo critico. A an-
gulos mayores los coeficientes de reflexién se hacen imaginarios (y no se muestran); sin
embargo, conservan sus magnitudes unitarias. La presencia del dngulo de Brewster es evi-
dente en las curvas para !"P (figura 13.10a), ya que todas las curvas cruzan el eje 6,. Este
comportamiento no se observa en las funciones I", debido a que I', es positivo para todos
los valores de 6, cuando n,/n, > 1.

13.7 Propagacion de ondas
en medios dispersivos

En el capitulo 12 se estudiaron situaciones en las que la permitividad compleja del medio de-
pendia de la frecuencia. Lo anterior es vdlido en todos los materiales por medio de muchos
mecanismos posibles. Uno de ellos, ya mencionado, es que las cargas ligadas oscilantes en
un material son de hecho osciladores arménicos que tienen frecuencias de resonancia asocia-
das con ellos (véase apéndice D). Cuando la frecuencia de una onda electromagnética entran-
te se encuentra en, o cerca de, la frecuencia de resonancia de una carga ligada, la onda
inducird oscilaciones fuertes; éstas a su vez minimizaran la energia de la onda en su forma
original. Por lo tanto, la onda experimenta absorcién. y lo hace en un grado mayor al que lo
harfa a una frecuencia que no estuviera en sintonfa con la frecuencia de resonancia. Un efec-
to relacionado es que la parte real de la constante dieléctrica serd mas diferente a frecuencias
cercanas a la de resonancia que a frecuencias lejanas a ésta. En pocas palabras, los efectos de
la resonancia originan valores de €’ y €', que variardn continuamente con la frecuencia. Es-
to, a su vez, producird que las constantes de atenuacién y de fase dependan de la frecuencia
de manera muy compleja, como lo expresan las ecuaciones (44) y (45) en el capitulo 12.
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Figura 13.10 a) Graficas de I, [ec. (69)] en funcidn
del angulo de incidencia, ¢,, como se muestra en la
figura 13.7a. Se muestran las curvas para valores
seleccionados de la relacion de indices de refraccion,
n,/n,. Ambos medios no tienen pérdidas y tienen un
n, = 1. Porlo tanto, n, = ny/n, y n, = nyn,.

b) Graficas de T, [ec. (71)] en funcién del angulo de
incidencia, 6,, como se muestra en la figura 13.7b.
Como en la figura 13.10a, los medios no tienen
perdidas y se muestran las curvas para valores de
n,/n, seleccionados.
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Detector
- con apertura

Figura 13.11 La dispersién angular de un prisma

puede medirse utilizando un dispositivo mévil, el cual
mide la longitud de onda y la potencia. El dispositivo
detecta la luz a traveés de una pequefia apertura, por
lo tanto, mejora la resolucion de la longitud de onda.

Esta seccién se ocupa del efecto que tiene la constante dieléctrica variante con la fre-
cuencia (o fndice de refraccién) sobre una onda a medida que se propaga en un medio sin
pérdidas. Esta situacion se presenta muy a menudo debido a que una variacién significativa
del indice de refraccion se puede presentar a frecuencias lejanas a la de resonancia, donde
las pérdidas por absorcién son despreciables. Un ejemplo clésico al respecto es la separa-
ci6n de luz blanca en sus componentes de colores por medio de un prisma de vidrio. En es-
te caso, la dependencia del indice de refraccién con la frecuencia generard dngulos de
refraccién diferentes que correspondan a los distintos colores, de aqui su separacién. Al
efecto de separacion de colores que produce el prisma se le conoce como dispersion angu-
lar, o mas especificamente, dispersién angular cromadtica.

El término dispersién implica una separacién de los componentes distinguibles de una
onda. En el caso del prisma, las componentes son los diferentes colores que se han separa-
do espacialmente. Un punto importante aqui es que el prisma ha dispersado la potencia es-
pectral. Esta idea se puede ilustrar considerando lo que tomaria medir la diferencia entre los
dngulos refractados, por ejemplo, entre la luz azul y la roja. Se necesitarfa utilizar un detec-
tor de potencia con una apertura muy angosta, como el que se muestra en la figura 13.11.
El detector se colocaria en los puntos correspondientes a la luz azul y roja del prisma, de tal
forma que la apertura angosta del detector permitiera el paso de, bdsicamente, un solo co-
lor a la vez (o luz en un rango espectral muy angosto). Posteriormente, el detector podria
medir la potencia en lo que se podria llamar un “paquete espectral”, o una rebanada muy
angosta del espectro de frecuencia total. Mientras mds pequeiia sea la apertura, mas angosto
es el ancho espectral del paquete, y mds precisa la medicién.* Es importante que se piense
acerca de la potencia de la onda como si estuviera subdividida en paquetes espectrales, ya
que asi se presentard prominentemente en la interpretacion del tema principal de esta sec-
cién: la dispersién de la onda en el tiempo.

Ahora se considera un medio no magnético sin pérdidas en el que el indice de refrac-
cién varia con la frecuencia. La constante de fase de una onda plana uniforme en este me-
dio tendra la forma

* Para llevar a cabo este experimento serd necesario medir la longitud de onda también. Para hacer esto es proba-
ble que el detector se encuentre localizado a la salida de un espectrometro 0 monocromatégrafo, cuya ranura de
entrada realice la funcidn de la apertura limitada en ancho de banda.
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Figura 13.12 Diagrama w-8 para un material en el
que el indice de refraccion aumenta con la frecuencia.
La pendiente de una linea tangente a la curva en o,
es la velocidad de grupo a esa frecuencia. La
pendiente de una linea que une al crigen con el punto
sobre la curva en e, es la velocidad de fase en w,

B(w) = k = wy/joe(w) = n(w)§ (80)

Si se hace que nfw) sea una funcién monotdénicamente creciente con la frecuencia (como de
manera normal lo es), una gréifica de @ contra 8 se veria como la curva que muestra la fi-
gura 13.12. Dicha gréifica se conoce con el nombre de diagrama w-f del medio. Se puede
aprender mucho acerca de como se propagan las ondas en el material tomando en cuenta la
forma de la curva w-8.

Supéngase que se tienen dos ondas a dos frecuencias, w, y w,, que se estan propagan-
do simultaneamente en el material y cuyas amplitudes sean iguales. Las dos frecuencias es-
tan identificadas en la curva de la figura 13.12, junto con la frecuencia intermedia entre las
dos, w,. Las constantes de fase correspondientes, 8, B, y B, también estdn identificadas.
Los campos eléctricos de las dos ondas estdn linealmente polarizados en la misma direccién
(a lo largo del eje x, por ejemplo), mientras que ambas ondas se propagan en la direccion de
z hacia delante. Por lo tanto, las ondas interferirdn entre si, lo que producird una onda resul-
tante cuya funcién de campo puede encontrarse simplemente sumando las campos E de las
dos ondas. Esta suma se lleva a cabo utilizando los campos complejos:

E;nez, t) = Eo[e_m“:ej"’“’ 4 g—iﬁb-‘ejwp,r]
Notese que se deben utilizar las formas complejas completas (donde se conserva la depen-

dencia con la frecuencia) en oposicién con las formas fasoriales, puesto que las ondas estin
a diferentes frecuencias. A continuacién, se factoriza el término e /A0 gi;
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Ec,nel(zs f) - Eoe—jﬁo:ejcmr[ejbﬁze‘—jéwr +e—jA,Bz€jAwr]

= 2Ege 1Pt el ™ cos(Awt — ABZ) (81)

donde

Aw=w)— w, = wp — @y

AB = Po — Ba = Bp — Po

La expresién anterior de AS es aproximadamente vélida, siempre y cuando Aw sea peque-
fio. Esto puede verse en la figura 13.12, observando cémo la forma de la curva afecta Ap,
dados los espaciamientos de frecuencia uniformes.

La forma instantdnea real de (81) se encuentra por medio de,

Enel(z, t) — Re{Ec.nei} - 2E0 COS(A(‘)‘ = AﬁZ) COS(O)(}I e JBOZ) (82)

Si el valor de Aw es muy pequefio comparado con el de , se reconoce (82) como una on-
da portadora a la frecuencia ), que estd modulada sinusoidalmente a la frecuencia Aw. Las
dos ondas originales estén, por lo tanto, “palpitando™ al mismo tiempo para conformar una
modulacion lenta, como se escucharia cuando se tocara la misma nota en dos instrumentos
musicales ligeramente fuera de sintonfa. La onda resultante se muestra en la figura 13.13,

De interés para el lector son las velocidades de fase de la onda portadora y la envolven-
te de modulacién. A partir de la ecuacion (82) se puede escribir esto inmediatamente:

Vpe = % (velocidad portadora) (83)
Vpe = %% (velocidad envolvente) (84)

Epo(2,0) 4

Figura 13.13 Grafica de la magnitud del campo eléctrico total como funcién de z (con t = 0)
de dos ondas que se propagan simultaneamente y que tienen frecuencias diferentes, w, y
w,, conforme a la ecuacion (81). Las oscilaciones réapidas estan asociadas con la frecuencia
de la portadora, w, = (0, + w,)/2. La modulacion lenta esta asociada con la envolvente o
frecuencia de “latido”, Aw = (w, — »,)/2.
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En el diagrama -, figura 13.12, se reconoce la velocidad de fase de la portadora como la
pendiente de una linea recta que conecta al origen con el punto sobre la curva, cuyas coor-
denadas son w, y f,. Se reconoce la velocidad de la envolvente como una cantidad que se
aproxima a la pendiente de la curva @-f en un punto especificado por (@, ). La veloci-
dad de la envolvente en este caso es, por lo tanto, de alguna forma menor que la velocidad
de la portadora. A medida que Aw se hace mds pequefia, la velocidad de la envolvente es
exactamente la pendiente de la curva en w,. Por lo tanto, se puede establecer lo siguiente
para el ejemplo:

(85)

La cantidad dw /dp se llama funcién de la velocidad de grupo para el material, v o (@). Cuan-
do se evala una frecuencia especifica, w, representa la velocidad de un grupo de frecuen-
cias dentro de un paquete espectral de grosor muy pequefio, centrado a la frecuencia w,. Al
establecer esto se ha ampliado el ejemplo de dos frecuencias para que incluya ondas que ten-
gan un espectro de frecuencia continuo. Cada componente de frecuencia (o paquete) estd aso-
ciada con una velocidad de grupo, a la cual se propaga la energfa en ese paquete. Puesto que
la pendiente de la curva w-f cambia con la frecuencia, la velocidad de grupo estard, obvia-
mente, en funcién de la frecuencia. La dispersidn de la velocidad de grupo del medio es, en
primer orden, la velocidad a la que cambia con frecuencia la pendiente de la curva w-p8. Es-
te comportamiento es de una critica importancia préictica en la propagacién de ondas modu-
ladas en un medio dispersivo, y en la comprensién del grado hasta el cual la envolvente de
la modulacién pueda degradarse con la distancia de propagacion.

Considérese un medio en el que el indice de refraccién varie linealmente con la frecuencia
en un cierto rango:

n(w) = np—
o
Determinese la velocidad de grupo y la velocidad de fase de una onda a una frecuencia w),.

Solucion. Primero, la constante de fase ser4,

w  ngw’
Blw) = n(w)— =
c (WoC
Ahora,
dﬂ 2111)(1)
do  wyc
asf que
dw wyC
UQ = —_— =
$ dp 2ngw
La velocidad de grupo en w, es
&
Ve(wp) = —

2ng
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La velocidad de fase en @, sera

c

) T~

13.8 Ensanchamiento de pulsos
en medios dispersivos

Advertir cémo un medio dispersivo afecta una onda modulada requiere considerar la propa-
gacion de un pulso electromagnético. Los pulsos se utilizan en sefiales digitales, donde la
presencia o ausencia de un pulso en un determinado espacio de tiempo corresponde a un
“uno” o un “cero” digital. El efecto de un medio dispersivo sobre un pulso es ensancharlo
en el tiempo. Con el fin de ver cdmo sucede esto se considera el espectro del pulso, el cual
se puede encontrar por medio de la transformada de Fourier del pulso en el dominio del
tiempo. En particular, supéngase que la forma del pulso en el tiempo es gausiana y que tie-
ne un campo eléctrico dado en z = 0 por

(86)

donde E, es constante, w, es la frecuencia de la portadora y 7 es el ancho-medio caracte-
ristico de la envolvente del pulso; éste es el tiempo en el que la intensidad del pulso, o la
magnitud del vector de Poynting, disminuye en 1/e su valor maximo (nétese que la intensi-
dad es proporcional al cuadrado del campo eléctrico). El espectro de frecuencia del pulso es
la transformada de Fourier de (86), la cual es

(87)

Nétese de (87) que el desplazamiento de frecuencia de w, al que la intensidad espectral
(proporcional a |E(0,w)|?) disminuye a 1/e de su méximo valor, es Aw = @ — w, = /T.
La figura 13.14a muestra el espectro de la intensidad gausiana del pulso, centrado en
w,, donde se indican las frecuencias correspondientes a las posiciones de intensidad espec-
tral 1/e, w_ y w,. La figura 13.14b muestra las mismas tres frecuencias sefialadas en la cur-
va w-f del medio. Se encuentran dibujadas tres lineas tangentes a la curva a las tres
frecuencias. Las pendientes de las lineas indican las velocidades de grupo en W, W,y W,
indicadas como Voo Vo ¥ Voo El ensanchamiento del pulso en el tiempo se puede conside-
rar como el resultado de las diferencias en el tiempo de propagacién de los paquetes de ener-
gia espectral que conforman el espectro del pulso. Puesto que la energia espectral del pulso
es mayor en la frecuencia central, w,, se puede usar ésta como un punto de referencia alre-
dedor del cual se presentard un mayor ensanchamiento de energfa. Por ejemplo, considére-
se la diferencia en los tiempos de llegada (retardos de grupo) entre las componentes de
frecuencia, w, y w,, después de haberse propagado una distancia z en el medio:

1 1 dp dp
= e = B ] = 88
ar=x (vgb 1-'gn) ( dw ‘ dw wﬂ) (85)

(1378
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E(0, w)
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- Pendiente = Veb
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Figura 13.14 a) Espectro de potencia normalizado de un pulso
gausiano, segun ecuacion (86). El espectro esta centrado a una
frecuencia de la portadora w, y tiene ancho-medio 1/e, Aw. Las
frecuencias w, y w, corresponden a 1/e posiciones en el espectro.
b) El espectro de la figura 13.14a como se muestra en el diagrama
w-p para el medio. Las tres frecuencias especificadas en la figura
13.14a estan asociadas con tres diferentes pendientes sobre la
curva, lo cual resulta en diferentes retardos de grupo de las
componentes espectrales.

El punto fundamental es que el medio actie como algo que podria llamarse un prisma tem-
poral. En lugar de ensanchar espacialmente los paquetes de energia espectrales, los ensan-
cha en el tiempo. En este proceso se forma una nueva envolvente de pulsos temporal, cuyo
ancho estd basado fundamentalmente en el ensanchamiento de los retardos de propagacién
de las diferentes componentes espectrales. Determinando la diferencia en retardo entre la
componente espectral pico y la componente espectral de ancho-medio, se puede encontrar
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una expresion para el nuevo ancho-medio temporal. Esto, por supuesto, supone que el an-
cho de pulso inicial es despreciable comparativamente, pero si no, se puede tomar en cuen-
ta también, como se verd después. La evaluacién de (88) requiere mds informacién respecto
de la curva w-B. Si se supone que la curva est4 lisa y tiene una curvatura muy uniforme, se
puede expresar S(w) como los tres primeros términos de una expansién de series de Taylor
alrededor de la frecuencia portadora, w:

(89)
donde
Bo = Blwo)
d
B = ﬁ (90)
wg
y
d*p
B = Tl " (91)

Nétese que si la curva w-$ fuera una linea recta, entonces los primeros dos términos de (89)
describirian de manera precisa f(w). El tercer término de (89), que involucra a B, es el que
describe la curvatura y, finalmente, la dispersion.

Notando que 8, 8, y B, son constantes, se calcula la primera derivada de (89) con res-
pecto a @ para encontrar

d
d——ﬁ =1+ (@ — wo)B2 (92)
w

Ahora se sustituye (92) en (88) para obtener

(93)

donde Aw = (w, — w,) = U/T. B,, como se define en (91), es el pardmetro de dispersion.
En general, sus unidades son tiempo?/distancia, que son ensanchamiento de pulso en el
tiempo por unidad de ancho de banda espectral, por unidad de longitud. Por ejemplo, en las
fibras opticas, las unidades que mds cominmente se utilizan son picosegundos®/kilémetro
(psec’/km). B, se puede determinar cuando se conoce cémo varia g con la frecuencia, o tam-
bién se puede medir.

Si el ancho del pulso inicial es muy pequefio en comparacién con Ar, entonces el
grosor del pulso ensanchado en z serd simplemente Ar. Si el ancho del pulso inicial es com-
parable con Ar, entonces el ancho del pulso en z puede encontrarse por medio de la convo-
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lucién de la envolvente de pulsos gausianos de anchura 7 con una envolvente gausiana, cu-
yo grosor es At. Por lo tanto, en general, el ancho del pulso en z sera,

(94)

Se sabe que un enlace por fibra 6ptica tiene una dispersién g, = 20 ps%km. Un pulso de luz
gausiano a la entrada de la fibra tiene un ancho inicial de 7 = 10 ps. Determinese el ancho
del pulso en la salida de la fibra si el enlace tiene 15 km de longitud.

Solucién. El ensanchamiento del pulso sera

Bz (20)(15)
T 10 ps

Asi que el ancho del pulso de salida es,

T' = /(10)* 4+ (30)> =32 ps

AT

Animaciones

Un producto secundario muy interesante del ensanchamiento de los pulsos a través de
la dispersion cromética es que el pulso ensanchado es silbado. Esto significa que la frecuen-
cia instantdnea del pulso varia monoténicamente (aumenta o disminuye) con el tiempo so-
bre la envolvente del pulso. Otra vez, esto s6lo es una manifestacién del mecanismo de
ensanchamiento en la cual las componentes espectrales a diferentes frecuencias se ensan-
chan en el tiempo a medida que se propagan a velocidades de grupo diferentes. El efecto de
calcular el retardo de grupo, t,, como funcién de la frecuencia, se puede cuantificar utili-
zando (92). Se obtiene:

Ty

=—=1—=@H +@—aw)b)z (95)
aw

Esta ecuacion expresa que el retardo de grupo serd una funcién lineal de la frecuencia, y que
las frecuencias mayores llegardn en tiempos posteriores si 8, es positivo. El silbido es po-
sitivo si las frecuencias mds bajas se adelantan en tiempo a las mds altas [se requiere que f,
sea positivo en (95)]; el silbido es negativo si las frecuencias mas altas se adelantan en tiem-
po (B, es negativo). La figura 13.15 muestra el efecto del ensanchamiento e ilustra el fené-
meno del silbido.

Como punto final, nétese que el ancho de banda del pulso, Aw, se vio que era de 1/7.
Esto es valido siempre y cuando se calcule la transformada de Fourier de la envolvente del
pulso, como se hizo con (86) para obtener (87). En este caso, E, se consideré como cons-
tante, por lo que la tinica variacién en el tiempo surgié de la onda portadora y de la envol-



Lecturas complementarias

Figura 13.15 [ntensidades de pulsos gausianos en funcién del
tiempo (curvas continuas) antes y despues de propagarse a
través de un medio disperso, como se muestra en el diagrama
w-B de la figura 13.14b. Las oscilaciones del campo eléctrico se
muestran bajo el segundo trazo para demostrar el efecto silbido
a medida que el pulso se ensancha. Nétese que la amplitud
reducida del pulso ensanchado, el cual ocurre porque la energia
del pulso (el area debajo de la envolvente de intensidad) es
constante.

vente gausiana. Dicho pulso, cuyo espectro de frecuencia se obtiene solamente de la envolven-
te del pulso, se conoce como limitada por transformada. Sin embargo, en general puede es-
tar presente un ancho de banda adicional puesto que E;, puede variar con el tiempo por una
raz6n u otra (como ruido de fase que pudiera estar presente en la portadora). En estos casos
el ensanchamiento de pulsos se encuentra a partir de la expresién més genérica,

(96)

donde Aw es el ancho de banda espectral neto que surge de todas las fuentes. Es claro que
se prefieren los pulsos de transformada limitada con el fin de minimizar el ensanchamien-
to, ya que éstos tendrdn un ancho espectral menor para un ancho de pulso determinado.

Lecturas complementarias

1. DuBroff, R. E., S. V. Marshall y G. G. Skitek, Electromagnetic Concepts and Applications, 4a. ed.,
Englewood Cliffs, N.J., Prentice-Hall, 1996. El capitulo 9 de este texto aborda los conceptos pre-
sentados aqui, con ejemplos y aplicaciones adicionales.

2. Iskander, M. F,, Electromagnetic Fields and Waves, Englewood Cliffs, N.J., Prentice-Hall, 1992,
El tratamiento de las interfases miiltiples del capitulo 5 de este texto es particularmente bueno.

3. Harrington, R. F.,, Time-Harmonic Electromagnetic Fields, Nueva York, McGraw-Hill, 1961. Es-
te texto avanzado ofrece un panorama muy bueno de los conceptos generales sobre la reflexién de
ondas en el capitulo 2.

4. Marcuse, D., Light Transmission Optics. Nueva York. Van Nostrand Reinhold, 1982, Este texto de
nivel intermedio proporciona una cobertura detallada de las guias de onda Gpticas y la propaga-
cién de pulsos en medios dispersivos.
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13.1

13.2

13.3

13.4

13.5

13.6

& By

13.8

13.9

Una onda plana uniforme en el aire, Ef; = E} cos( 101 — Bz) V/m, incide perpen-
dicularmente sobre una superficie de cobre en z = 0. ;Qué porcentaje de la densidad
de potencia incidente se transmite al cobre?

El plano z = 0 define la frontera entre dos dieléctricos. Paraz < 0,¢,, = 5,¢/|, =0
yu, =, Paraz>0,€,=3,€ =0y u, = p, Sea E; =200 cos(wt — 157) V/m
y encuentre a) w; b) (S); ¢) (S7): d) (S3).

Una onda plana uniforme en la regién 1 incide perpendicularmente sobre la frontera
plana que separa a las regiones 1y 2. Si €’ | = ‘52 = 0, mientras que e “21 y 6:_2
= ;,er, encuentre la relacién € /¢’ si el 20% de la energia de la onda incidente se
refleja en la frontera. Existen dos posibles respuestas.

Una onda plana uniforme de 10 MHz tiene una densidad de potencia promedio ini-
cial de 5 W/m? e incide perpendicularmente en el espacio libre sobre la superficie de
un material con pérdidas en el que €,/e, = 0.05, €/, = 5y u, = . Calcule la dis-
tancia en el medio con pérdidas a la que la densidad de potencia de la onda transmi-
tida disminuye 10 dB de la densidad inicial de 5 W/m?.

La regién z < 0 se caracteriza por €, = 1= 1 y €' = 0. El campo total E aqui estd da-
do como la suma de dos ondas planas uniformes, E_ = 150 ¢7%a_+ (50£20°) ¢''"a_
V/m. a) ;Cudl es la frecuencia de operacién? b) Especifique la impedancia intrinseca
de la regién z > 0 que proporcionaria la onda reflejada apropiada. ¢) ;A qué valor de
z, —10 em < z < 0, tiene maxima amplitud la intensidad del campo eléctrico total?

Laregion 1, z < 0, y laregion 2, z > (), estdn descritas por los pardmetros siguien-
tes: €, = 100 pF/m, ¢, = 25 uH/m, €'/ =0, €, = 200 pF/m, p, = 50 uH/m y €'}/e]
=0.5.Si Ef= 5¢71% cos(4 x 10°t — B,z)a, V/m, encuentre: a) a,; b) B;; ¢) (ST);
d) (S7): e) (S).

Las regiones semiinfinitas z < 0 y z > | m estdn en el espacio libre. Para0 < z < 1
m, € =4, u, = 1ye =0. Una onda plana uniforme con @ = 4 x 10% rad/s estd
viajando en la direccién de a_hacia la interfase en z = 0. a) Encuentre la razén de
onda estacionaria en cada una de las tres regiones; ) Encuentre la ubicacion del |E|
méximo para z < 0 que estd mas cerca de z = 0.

Una onda empieza en el punto a, se propaga 100 m a través de un dieléctrico con pér-
didas para el que @ = 0.5 Np/m, se refleja como resultado de una incidencia perpen-
dicular en una frontera en la que I' = 0.3 + j0.4, y después regresa al punto «. Calcule
la relacion de la potencia final y la potencia incidente después de este viaje redondo.

Laregién 1, z < 0, y la region 2, z > 0, son perfectos dieléctricos (i = p, €' = 0).
Una onda plana umforme que se propaga en la direccion de a, tiene una frecuencia
en radianes de 3 x 10'° rad/s. Sus longitudes de onda en las dos regioneb son A, =5 cm
y A, = 3 cm. ;Qué porcentaje de la energia incidente sobre la frontera es: a) refleja-
da; b) transmitida; c) ;cudl es la razén de onda estacionaria de la regién 1?

13.10 En la figura 13.1, sea la regi6n 2 el espacio libre mientras que p = 1,€/, =0y €/,

es desconocido. Encuentre €, si: @) la amplitud de E7 es la mitad de la de ET; b)
(S7) es la mitad de (S7); ¢) |E | min €5 12 mitad de |E, |

mdx”

13.11 Una onda plana uniforme de 150 MHL en el aire incide perpendicularmente sobre un

material cuya impedancia intrinseca se desconoce. Las mediciones dan una razén de
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onda estacionaria de 3 y la aparicion de un campo eléctrico minimo de 0.3 longi-
tudes de onda enfrente de la interfase. Determine la impedancia del material des-
conocido.

13.12 Una onda plana uniforme de 50 MHz en el aire incide perpendicularmente en la su-
perficie de un océano calmado. Para el caso de agua salada, 0 = 4 S/m y € = 78.
a) Determine las fracciones de la onda incidente que se reflejan y transmiten. b) Cua-
litativamente, ;de qué manera cambiardn estas respuestas (si es que lo hacen) a me-
dida que aumente la frecuencia?

13.13 Una onda plana en el aire polarizada circularmente hacia la derecha incide perpendi-
cularmente en la superficie en una placa semiinfinita de plexiglds (¢] = 3.45, €' = 0).
Calcule las fracciones de la potencia incidente que se reflejan y transmiten. Asimis-
mo, describa las polarizaciones de las ondas reflejadas y transmitidas.

13.14 Una onda plana polarizada circularmente a la izquierda incide perpendicularmente en
la superficie de un conductor perfecto. @) Construya la superposicion de las ondas in-
cidentes y reflejadas en forma fasorial. ) Determine la forma instantinea real del re-
sultado de la parte a). ¢) Describa la onda que se forma.

13.15 Considere las regiones en las que €' = 0: regién 1,z < 0, u; =4 uH/my ¢ = 10
pF/m; region 2,0 < z < 6 cm, u, =2 uH/m, €; = 25 pF/m; regién 3, z > 6 cm, 3
= W, ¥ €5 = €;. a) ;Cudl es la frecuencia mds baja en la que una onda plana unifor-
me incidente de la regién 1 en la frontera en z = 0 no se reflejard? b) Si f = 50 MHz,
icudl serd la razén de onda estacionaria de la region 1?

13.16 Una onda plana uniforme en el aire incide perpendicularmente en una placa de die-
léctrico sin pérdidas de grosor igual a A/ 8 e impedancia intrinseca n = 260 Q. De-
termine la razén de onda estacionaria enfrente de la placa. Asimismo, encuentre la
fraccién de la potencia incidente que se transmite al otro lado de la placa.

13.17 Repita el problema 13.16 para los casos en los que la frecuencia es a) el doble y b)
el cuddruple. Suponga que la impedancia de la placa no depende de la frecuencia.

13.18 Una onda plana uniforme incide perpendicularmente sobre una placa de vidrio (n =
1.45) cuya superficie de atrds estd en contacto con un conductor perfecto. Determine
el corrimiento de fase reflejado en la superficie frontal del vidrio si el grosor del vi-
drio es: a) A/2; b) A/4; ¢) A/8.

13.19 Se le proporcionan cuatro placas de material dieléctrico sin pérdidas, todas con la
misma impedancia intrinseca, 7, que se sabe que es diferente de la del espacio libre.
El grosor de cada placa es de A/4, donde A es la longitud de onda medida en el ma-
terial de las placas. Estas se colocarén paralelas entre si y el conjunto se encuentra en
la misma trayectoria de una onda plana uniforme, que incide perpendicularmente.
Las placas se colocardn de tal forma que los espacios de aire entre ellas tienen un gro-
sor de cero, un cuarto y media longitud de onda. Especificar el arreglo de las placas
y los espacios entre ellas de tal forma que a) la onda sea transmitida totalmente a tra-
vés del arreglo y b) el arreglo presente la médxima reflectividad a la onda incidente.
Pueden existir varias respuestas.

13.20 La onda plana de 50 MHz del problema 13.12 incide sobre la superficie del océa-
no con un dngulo con respecto a la perpendicular de 60°. Determine las fracciones
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CAPITULO 13 Reflexién de ondas planas y dispersion

Figura 13.16 Véanse problemas 13.22y 13.23.

de la potencia incidente que se reflejan y transmiten para a) polarizacion s y b) po-
larizacion p.

13.21 Una onda plana en el aire polarizada circularmente a la derecha incide con un éngu-
lo de Brewster sobre una placa de plexiglds semiinfinita (¢, = 3.45, € = 0). a) De-
termine las fracciones de la potencia incidente que se refleja y transmite. b) Describa
las polarizaciones de las ondas reflejada y transmitida.

13.22 Una guia de onda dieléctrica se muestra en la figura 13.16 con los indices de refrac-
cién que se muestran. Luz incidente ingresa a la gufa con un dngulo ¢ con respecto
a la superficie frontal, como se muestra. Una vez adentro, la luz se refleja totalmen-
te en la interfase superior n, — n,, donde n, > n,. Todas las reflexiones subsecuen-
tes de las fronteras superior e inferior también serdn totales, por lo que la luz estard
confinada en la guia. Exprese, en términos de n, y n,, el valor méximo de ¢ tal que
se presente confinamiento total, con n, = 1. La cantidad sen ¢ se conoce como la
apertura numérica de la guia.

13.23 Supdngase que ¢ en la figura 13.16 es el dngulo de Brewster y que 0, es el dngulo
critico. Encuentre n,, en términos de n, y n,.

13.24 Un prisma de Brewster estd disenado para dejar pasar luz con polarizacion p sin nin-
guna pérdida por reflexion. El prisma de la figura 13.17 estd hecho de vidrio (n = 1.45)
y estd en el aire. Considerando la trayectoria de luz mostrada, determine el dngulo
superior «.

13.25 En el prisma de Brewster de la figura 13.17 determine, para la polarizacién s de la
luz, la fraccién de la potencia incidente que se transmite a través del prisma.

13.26 Demuestre como un solo bloque de vidrio puede utilizarse para desplazar un rayo de
luz con polarizacién p 180°, tomando en cuenta que (en principio), la luz no tiene
pérdidas por reflexion. La luz incide desde el aire y el rayo que regresa (también en el
aire) puede desplazarse hacia los lados del rayo incidente. Especifique todos los dngu-
los pertinentes y utilice n = 1.45 para el vidrio. Existe mas de un posible disefio.

Figura 13.16 Véanse problemas 1324y 13.25.
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13.27 Utilizando la ecuacién (79) del capitulo 12 como punto de partida, determine la ra-
z6n de las velocidades de grupo y fase de una onda electromagnética en un buen con-
ductor. Suponga que la conductividad no varie con la frecuencia.

13.28 En un pequeiio rango de longitudes de onda, el indice de refraccién de un cierto ma-
terial varia aproximadamente en forma lineal con la longitud de onda en la forma
n(A) =n,+ny (A — A ), donde n,n, y A son constantes y donde A es la longitud de
onda en el espacio libre. @) Demuestre que d/dw = —(2nc/w?)d/d). b) Utilizando
B(A) = 2mn/A, determine el retardo de grupo dependiente (o no dependiente) de la
longitud de onda por unidad de distancia. ¢) Determine 8, del resultado de la parte
b). d) Comente las implicaciones de estos resultados, si es que hay, sobre el ensan-
chamiento de pulsos.

13.29 Un pulso T =5 ps limitado por transformada se propaga en un medio dispersivo pa-
ra el que B, = 10 ps*/km. ;En qué distancia se ensanchar4 el pulso al doble de su an-
cho inicial?

13.30 Un pulso T = 20 ps limitado por transformada se propaga a través de 10 km de un
medio dispersivo para el que B, = 12 ps?km. El pulso, después, a través de un se-
gundo medio de 10 km de longitud para el cual 8, = —12 ps*km. Describa el pulso
a la salida del segundo medio y dé una explicacion fisica de lo que pasé.
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